IV.2 RESAVANJE SLOZENIH ELEKTRICNIH KOLA
PRIMENOM KOMPLEKSNOG RACUNA _ )
IV.2.1 PREDSTAVLIANIE PROSTOPERIODICNIH VELICINA

KOMPLEKSNIM IZRAZIMA
TEORIJSKA OSNOVA

e Resavanje slozenih elektricnih mreza primenom trigonometrijskog racuna dosta je sloZeno.
Zato se uvodi reSavanje sloZzenih mreza primenom kompleksnog racuna.

e Kako se realne fizicke veli¢ine predstavljaju kompleksnim izrazima?
— Kompleksni izrazi za napon i elektricnu struju su eksponencijalni oblici kompleksnog broja:

U = Ue” U - efektivna vrednost prostoperiodi¢nog napona
) I— efektivna vrednost prostoperiodi¢ne struje
I=1Ie" @ - poletna faza napona
w - poCetna faza struje
A A
I U
Im ['[]A ¥ Im [U]A _3
0 Re[I] 0 Re [U]

— Kompleksni izraz za impedansu dobija se kao koli¢nik kompleksnih izraza za napon i struju:
Jjé
7 U ve” U

Z="=T =T e’v) = Ze’ = Zcosp+ jZsinp =R+ jX .

— Kompleksni izraz za admitansu dobija se kao koli¢nik kompleksnih izraza za struju i napon:
I Ie I . ;
Yy-=-"__"¢@/Vv9_ye’_Ycosv+jYsinv=G+ jB.
“TUTUe” U J J

— Kompleksni izraz za prividnu snagu dobija se kao proizvod kompleksnog izraza za napon i
konjugovano kompleksnog izraza za struju:

S=UI =Ue”Ie’ =UIle’"") = Se” =S cosp+Ssinp=P+ jQ.
e Sve ove veliine se proracunavaju prema pravilima o kompleksnim brojevima.

e Iz kompleksnih izraza za impedansu, admitansu i prividnu snagu sledi:
— Realni deo kompleksnog izraza odgovara aktivnoj veli¢ini (otpornost, provodnost ili snaga).
— Imaginarni deo kompleksnog izraza odgovara reaktivnoj velicini (otpornost, provodnost ili
snaga).
— Prividne veliine se dobijaju po pravilu proracuna realnih veli¢ina (ili proracuna modula

kompleksnog broja, Sto je isto):

R> + X?
VG? + B?
— /P2+QZ
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ZADACT

IV.2.1.1 Za sledece struje i napone, za koje su dati izrazi po kojima se menjaju njihove trenutne
vrednosti, napisati izraze u kompleksnom obliku:

a) i,(t)=242 sin(lo“t + %j A,

b) u,(t)= 4sin(314t ‘%] v,

c) /,(¢)=sinot A.

Resenje:
a) Analizirajuéi izraz po kome se menja trenutna vrednost struje 7, (t) zakljuujemo da je:

amplituda 7, = 242 A,

efektivna vrednost 7; = Tim _ Z\/_A =2A,

2"

kruZna uéestanost w =10%s7!,

v T
pocetna faza y, = 5

Kompleksni izraz za jacinu struje je:
I, =1 e =2A.¢'¢,

Primetimo da smo za oznaku kompleksne veliCine uveli crtu ispod oznake veli¢ine. Da bismo
odredili realni i imaginarni deo kompleksnog izraza ove struje primenimo Ojlerovi formulu:

e’ =cosy + jsiny,
I, =1 e" =1I(cosy, + jsiny,)=1,cosy, + j-I,siny,.

Zamenimo brojne vrednosti u izrazu:
I,=2A¢6 =2 A-[cos%Jrjsin%J ~2A-053+70,5)= (3 + j)A.

Na slici IV.2.1.1.1 prikazana je struja 7, u kompleksnoj ravni. Veli¢ina u kompleksnoj ravni se

moze nacrtati na dva nacina. Prema prvom nacinu na realnu osu se nanosi realni deo veli¢ine, a na
imaginarnu osu imaginarni deo veli¢ine, pri ¢emu treba voditi racuna o znaku svakog dela. Strelice
realne i imaginarne ose pokazuju pozitivan deo ose. U nasem slu¢aju na realnu osu nanosimo \/5,
a na imaginarnu osu nanosimo 1, kao Sto se vidi na slici IV.2.1.1.1. Dijagonala pravougaonika
odredenog ovim dvema veli¢inama je prikaz nase veli¢ine. Duzina ove dijagonale jednaka je
efektivnoj vrednosti posmatrane kompleksne veliine, a u nasem slucaju je to 2 A. Prema drugom
nac¢inu najpre se nacrta ugao i to sa pocCetkom na pozitivnom delu realne ose, prema
matematickom smeru. Matematicki smer je smer okretanja suprotno od smera kretanja kazaljke na
satu. Ako je ugao pozitivan ugao se odreduje u suprotnom smeru od smera kretanja kazaljke na
satu, a ako je ugao negativan ugao se odreduje u smeru kazaljke na satu. U nasem slucaju ugao

. e Pv. . T
je pozitivan pa se kompleksna veliCina — struja crta pomerena za ugao 3 suprotno od smera
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kazaljke na satu, a duzina vektora je jednaka efektivnoj vrednosti. Naravno, na oba nacina se
dobija ista kompleksna predstava veli¢ine u kompleksnoj ravni.

Re

Slika Iv.2.1.1.1
b) Parametri analiziranog napona su:
- amplituda U,, =4V,
- efektivna vrednost U, = Um _4A. £ =242V,
2 2\
- kruZna udestanost o =314 s™
- pocCetna faza 6, = —%.
ImA U kompleksnom izrazu za napon primenimo Ojlerovu
formulu:

U, =U, ™ :2\/§V-e_jE :2\/§V-£cos§+jsin(—%ﬁ =

2

=2\/§V-[cos£—jsingj=
=22V (0-j)=—j242 V.

Kompleksni izraz za napon U, ima samo imaginarni deo. Na
slici Iv.2.1.1.2 prikazan je napon U, u kompleksnoj ravni.

_2,\/57 (_/1

Slika 1v.2.1.1.2

c) Parametri analizirane struje su:
- amplituda 7,, =1A,

- efektivna vrednost 7, = fom _1A =0,5v2 A,

Rl

sws

- pocetna faza w, =0.
Kompleksni izraz za jacinu struje je:

I,=1,e"" =052 A-e’°=0,5v/2 A-(cos0+jsin0)=0,5v2 A-(1+0)=0,5v2 A
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Kompleksni izraz za struju /7, ima samo realni deo. Na

Im slici 1v.2.1.1.3 prikazana je struja /, u kompleksnoj
ravni.
1
|
1 Re
Slika Iv.2.1.1.3

IV.2.1.2 Za sledece struje i napone koji su dati u kompleksnom obliku napisati izraze po kojima se
menjaju njihove trenutne vrednosti:

a) U, =(5+/5)V,
b) I, = [2- j243)A,
couU,=10V,

d) I, =—~2A,

e) U;=Jj3V.

Resenje:
a) Ako je dat napon u kompleksnom obliku:

U, = Re[g1]+j1m[g1],
onda je efektivna vrednost napona:

U, Z\/Rez[g1]+1m2[gl]r

a pocetna faza:

6, = arctg IRn;[(%l]
1

Pocetne faze napona i struje, @ i v, mogu imati vrednosti izmedu — 7 i =:

-0, w<r,

(za razliku od uglova ¢ i v, za koje vazi —%S@vﬁ%). S

obzirom da poslednji izraz ima dva reSenja, vrednost za ImA
poetnu fazu se odreduje na osnovu znakova realnog i
imaginarnog dela (odnosno kvadranta u kompleksnoj ravni
kome pripada posmatrana veli¢ina). Kada su realni i g

»

imaginarni deo pozitivni (Re[t/, ] Im[U/,]>0) posmatrana Re
IIT kvadrant | IV kvadrant

IT kvadrant I kvadrant

veli¢ina pripada prvom kvadrantu; kada su realni i imaginarni
deo negativni (Re[t/,] Im[/,]<0) posmatrana velitina

pripada trecem kvadrantu; za sludaj kada je
Re[t/,]> 0, Im[/,] < 0 posmatrana veli¢ina pripada &etvrtom Slika 1V.2.1.2.1
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kvadrantu; za slu¢aj kada je Re[t/,]< 0, Im[/,]> 0 posmatrana veli¢ina pripada tre¢em kvadrantu.
Kvadranti su oznaceni na slici IV.2.1.2.1.

U naSem slucaju realni i imaginarni deo kompleksnog napona U, su:
Re[U,]=5V i Im[U,]=5V

Nacrtajmo kompleksni napon U, u kompleksnoj ravni,

ImA
5

kao Sto je prikazano na slici I1V.2.1.2.2.

Efektivna vrednost napona je:
U, = \/Rez[g1]+1mz[gl] =B VY +(BV) =
—J2-(5V)y =5v2V,

pa je amplituda: 0

Upm =UiN2 =542 V-2 =10 V.

Pocetna faza napona je: Slika 1v.2.1.2.2

Imlv, |

0, = arctg [_ arctg— =arctgl.
]

Izraz arctg 1 ima dva reSenja: % i —37 S obzirom da su realni i imaginarni deo pozitivni,

kompleksni napon U, se nalazi u prvom kvadrantu kompleksne ravni, kao Sto se moze videti na
slici 1V.2.1.2.2. (Da bi se izbegle greske u odredivanju pocetne faze najbolje je uvek na pocetku

nacrtati veli¢inu u kompleksnoj ravni.) U prvom kvadrantu se nalazi vrednost %, pa je:

Na osnovu kompleksnog izraza ne moze se dobiti informacija o kruznoj ucestanosti. Sada mozemo
napisati izraz za trenutnu vrednost napona:

uy (t) = Uy, sin(owt +6,)=10 sin(a)t + %j V.

b) Realni i imaginarni deo kompleksne struje 7, su: Ima
Re[Z,]=2A i Im[7,]=-2V3 A. - >—>

Na slici IV.2.1.2.3 prikazana je struja 7, u kompleksnoj

ravni.

Efektivna vrednost struje je:
I, = JRe?[I,]+Im?[1,] = JAY + (2/3Af =

2 2 _ ‘
4A°+12A° =4A, '2"/§Y l’

Slika Iv.2.1.2.3

1
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pa je amplituda:
I, =IN2=4A-\2=4J2A.

Pocetna faza struje je:

Im[.[l]_ ~2/3A = arctg (—\/5)

v . . T . 27 . . .y . . . . .
ResSenja ovog izraza su: -3 [ R Realni deo je pozitivan, a imaginarni deo je negativan, pa se
kompleksna struja 7, nalazi u Cetvrtom kvadrantu kompleksne ravni, kao Sto se moze videti na

slici IV.2.1.2.2. U Cetvrtom kvadrantu se nalazi vrednost —%, pa je:

T

l//1=_§-

Izraz za trenutnu vrednost struje je:

i\(t) = I, sin(wt +y,) =42 sin(a)t - %j A.

¢) Realni i imaginarni deo kompleksnog napona U,

su: Im
Re[,]=10V i Im[U,]=0V.
Na slici 1V.2.1.2.3 prikazan je napon U, u gZ
kompleksnoj ravni. | 1)0 ;\Je
Efektivna vrednost napona je:
Slika 1v.2.1.2.3

U, = Re’[U, ]+ 1m*[U,] = (10 V) + 0 V) =
(lovy =10V,

pa je amplituda:

Uy = Uy2 =10 V.42 =102 V.

Pocetna faza napona je:

Imly, |

oV
0, = arctg [_ ] = arc tg =arctg 0.
oV

Resenja ovog izraza su: 0 i ~. S obzirom da je realni deo pozitivan, a imaginarni jednak nuli,

pocetna faza napona je:
02 = O .

Ovo se moglo videti i direktno na slici IV.2.1.2.3. Izraz za trenutnu vrednost struje je:

U, (t) = Uy, sin(oot + 6,) = 1042 sin(wt +0) V = 10V2 sinwt V.
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d) Napisimo potrebne parametre:

Re[Z,]=-2v2 A, Im[7,]=0A Im

5 = \/Re2[£2]+1m2[£2] = \/(_ 242 A)Z +(0 A)Z =

vz Af =242 A _21/5 | /36
Lo=I,N2=2J2A-J2=4A

v, = arctg {—2} ctg 0 =arctg0 Slika 1v.2.1.2.4
2

I~
N

S obzirom da je realni deo negativan, a imaginarni jednak nuli, i kao Sto se moZe videti na slici
1V.2.1.2.4, pocetna faza struje je:

Vo, =7,
pa je:
iy (t) = Ly, sin(ot +y,) = 4sin(ot + ) A.
Napomena. Jedino u ovom slu¢aju moguéa su dva reSenja: =~ i —, jer oba pripadaju oblasti

definisanosti pocetne faze, a u sustini predstavljaju istu vrednost. ReSenje arctg 0 =0 smo odmah
odbacili jer je realan deo negativan.

e) Napisimo potrebne parametre:

Re[U;]=0V, ImU,]= 73V [n?ZIU
Us = JRe2[U, ]+ Im?[U,] = O VI + (3 V) = —
BVy =3V
Uy =Us\2 =3V 42 =32V
m(; ]

0; = arctg—[_—] = arctg— = arctg o

Slika Iv.2.1.2.5

v . . Y/ T . - . . . iy .. ..
Resenja ovog izraza su 5 [ -5 S obzirom da je imaginarni deo pozitivan, a realni jednak nuli, i

kao Sto se moze videti na slici IV.2.1.2.5, poCetna faza napona je:

pa je:
us(t) = Us,, sin(ot + 65) = 32 sin[a)l‘ + %J V.
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IV.2.2 POSTUPCI ZA PRORACUN SLOZENIH ELEKTRICNIH MREZA
TEORIJSKA OSNNOVA

e Od zakona se primenjuju Omov, I i II Kirhofov zakon za kompleksne izraze prostoperiodicnih
velic¢ina.

e Od postupaka ¢emo primenjivati:
— metod konturnih struja,
— transfiguracije,
— Tevenenovu teoremu.

e Sve ove postupke smo ucili kod jednosmernih elektricnih struja, pa ¢emo ih se sada samo
podsetiti.

IV.2.2 Metode za proracun slozenih elektricnih mreza - TEORIJSKA OSNOVA
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IV.2.2.1.1 Za deo kola prostoperiodicne struje sa

_ . £ Z
slike poznato je : > m+
E=(10-/20)V, Z, =100(1+ j3)Q, 1 \_/ L
I=(-20-740)mA.

o o + Uia

Odrediti efektivhu vrednost i pocCetnu fazu napona < »
Ui
Resenje:

Za kompleksne izraze struja i napona vaze svi zakoni sa kojima smo se upoznali kod
vremenski nepromenljivih (jednosmernih) struja. Zbog toga ih ovde neéemo detaljno
ponavljati jer se pretpostavlja da su ih studenti ve¢ naucili.

Primenimo izraz za racunanje napona izmedu dve tacke krecuci se od tacke 2 ka tacki 1:
U, =2I-E=100(1+j3)Q-(-20- 740)-10° A-(10- 20)V =
=100(1 + 73)Q-(-20)1 + 72)- 103 A- (10 - j20)V =
=-100-20-10°(@1-1+ j3-1+1- j2+ j3-j2) V-(10- j20)V =
=-100-20-1072 -(1+ j3+ j2-6)V-(10- j20)V =-2-(-5+ j5)V-(10- j20)V =
= (10- 710)V-(10- j20)V = j10 V.

Ovde smo primenili pravilo o mnozZenju dva kompleksna broja (mnoZe se realni i imaginarni delovi
kompleksnih brojeva, svaki sa svakim) i 0 sabiranju dva kompleksna broja (sabiraju se realni sa
realnim i imaginarni sa imaginarnim delom), (pogledati matematicki podsetnik, strana XII).

Realni i imaginarni deo napona U, su:
Re[U,]=0V i Im[U,]=j10V
Efektivna vrednost napona je:

Uy = \/Rez[gu]“‘lmz[gu] = \/(0 VY +(ovy =

Im

=J@ov)y =10V, 1044,

pa je amplituda:

U12m=U12\/E=10V'\/E=10\/§V.

Pocetna faza napona je:

MY, |

Re|U12 |

10V Vs
0,, = arct =arctg—— = arct =—.
12 g g oV g © 5

Na slici IV.2.2.1.1.1 prikazan je napon U,, u kompleksnoj Slika 1v. 2.2.1.1.1

ravni.

1V.2.2.1 Omov zakon. Kirhofovi zakoni - ZADACI
143




IV.2.2.1.2 Redna veza RLC elemenata, R=10 Q, L=10mH i C= 500 wF, prikljuena je na
napon U =100 V. Napisati izraz za trenutnu vrednost struje ako je f= 100 Hz.

Resenje:
Ova vrsta zadataka moze se resiti u realnom ili u kompleksnom domenu. ReSimo zadatak u
kompleksnom domenu.

Kruzna ucestanost je:
=2nf =27-100Hz =628 s™
Reaktansa ove redne veze je:
1

X=XL—XC:a)L—L=6285‘1-10-10‘3H- - e —-=6280-31802=310.
oC 628 s~ -500-10" F

Primetimo da je ova veza pretezno induktivnog karaktera posto je reaktansa pozitivna.
Kompleksni izraz za impedansu je:
Z=R+jX=10Q+/31Q=(10+731)2.

Prema Omovom zakonu struja kroz ovu rednu vezu je:

;U _ 100V 100V 10-j31 _ 100 V- (10 - 73,1) _100. 10-731 ,
= Z ([0+s310 (10+s31)Q 10-731 (10+,31f10-,31)Q2 ~ 102+31%
_100.10=731 5 _ 0,91(10- 3,1)A.

109,61

Ovde smo primenili pravilo o deljenju dva kompleksna broja: i brojilac i imenilac se mnoze
konjugovano kompleksnom vrednoS¢u imenioca. Konjugovano kompleksna vrednost nekog
kompleksnog broja ima realan deo isti kao posmatrani kompleksni broj, dok je imaginarni deo
suprotnog znaka. S obzirom da je proizvod dva konjugovano kompleksna broja realan broj (Cija je
vrednost jednaka zbiru kvadrata realnog i imaginarnog dela posmatranih konjugovano kompleksnih
brojeva) ovaj nacin reSavanja koli¢nika dva kompleksna broja se primenjuje se da bi se u imeniocu
dobio realan broj. Rezimirajmo na nasem primeru: imenilac je 10+ 73,1, pa je konjugovano

kompleksna vrednost 10 — j3,1, proizvod ova dva broja je 10% + 3,1 =109,61.

Odredimo izraz za trenutnu vrednost struje:
Re[/]=0,91-10A i Im[Z]=-0,91-31A, Im T

I =Re?[7]+Im2[1] = /(0,91 -10 AY +(~0,91-31 AY =

~0,91/(10 A)? + (3,1 A)? =0,91,109,61 A> =9,52 A,

=I1J2=952A-42=13,47 A,

v = arctg H arctg— = arctg (- 0,31). Slika 1v.2.2.1.2.1

ReSenja su - 0,31 i 2,84 (prisetimo se, kalkulator daje samo reSenje izmedu —% [ %, dakle u

ovom slucaju dace reSenje - 0,31, a drugo reSenje dobijamo tako Sto na prvo reSenje dodamo 7).
Kompleksna struja se nalazi u ¢etvrtom kvadrantu (realni deo pozitivan, imaginarni deo negativan),
pa je:
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v =-0,3.
i(¢)= I, sin(owt +y)=13,47sin(628¢ - 0,3) A.
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